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l Wprowadzenie

Matematyka jest przedmiotem, ktory sprawia trudnosci wielu uczniom, a takze jest zrodtem obaw
iniepotrzebnych stereotypdw. Uczniowie obawiajg sie lekcji matematyki czesciej nizinnych przed-
miotow i uwazaja, ze jest trudna(Jakubowski et al., 2018). Z drugiej strony badania PISA pokazaty,
ze w polskich gimnazjach nauczanie matematyki stato na Swiatowym poziomie, zblizonym do takich
krajow jak np. Finlandia (OECD, 2013). Warszawscy uczniowie pokazali tez, ze ich umiejetnosci
matematyczne naleza do najlepszych wsréd mtodych mieszkancéw duzych miast na catym swiecie
(Jakubowski, 2019). Z drugiej strony wyniki z matematyki w czwartej klasie nie nalezaty do najwyz-
szych (Jakubowski&Gajderowicz, 2020).

Skuteczne nauczanie i oparcie sie 0 metody sprawdzone w badaniach jest dzi$ jeszcze bardziej
potrzebne niz w poprzednich latach. Ostatni spadek umiejetnosci zwigzany z pandemia budzi obawy
o0 to, jakie umiejetnos$ci matematyczne beda miaty kolejne pokolenia mtodych Polakow (Jakubowski
etal., 2022). Kryzys pandemiczny pogtebity nieudane reformy edukacji, ktore spowodowaty takze
znaczne straty edukacyjne. W Polsce badania nad metodyka nauczania matematyki sg niezwykle
rzadkie. Ponizej proponujemy wiec przeglad literatury miedzynarodowej skupiajgc sie na matodach
nauczania matematyki, ktore znajdujg oparcie w metaanalizach rzetelnych badan eksperymentalnych
lub quasi-eksperymentalnych.

W nauczaniu?

Niemal kazda interwencja edukacyjna wptywa pozytywnie na osiggniecia uczniow - generuje dodat-
nig wartosc¢ wielkosci efektu (ang. effect size, ES). Do identyfikacji metod wartych zastosowania

w klasach konieczne jest okreslenie pewnej wartosci progowej. Na podstawie analizowanych 252
interwencji, Hattie (2009) wskazat, ze ich ES ma w przyblizeniu rozktad normalny ze $rednig arytme-
tyczngijednoczesnie mediang na poziomie 0,4, co przyjeto za prog odciecia. Zatem skuteczne metody
to takie, ktorych efekt na wynik nauczania przewyzsza wartos¢ ES =0,4. Na wykresie 1 przedstawione
zostaty najefektywniejsze interwencje edukacyjne z czterech obszarow: informacja zwrotna, metody
nauczania, techniki uczenia sie oraz komunikacja w zakresie celéw nauki.

Wykres 1. Najefektywniejsze metody w nauczaniu (Hattie, 2017)
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Wsréd interwencji badanych przez Hattiego, najwiekszy efekt daje podejscie RTI(Response to
Intervention) z grupy strategii nastawionych na kluczowg dla nauczania informacje zwrotng. Jest to
trzypoziomowa interwencja ze zréznicowanym rodzajem nauczania oraz rozng czestosciag przekazy-
wania informacji zwrotnych zaleznych od tego, czy nauka odbywa sie na poziomie ogolnoklasowym,
w matej grupie dla oséb z zalegtosciami czy tez indywidualnie dla uczniéw, ktérzy majg bardzo duze
trudnosci (ES=1,29).

W przypadku metod nauczania najsilniejszy efekt daja:

- metodagrup eksperckich, w ktérej uczniowie najpierw w matych grupach ucza sie jednego
zagadnienia- nastepnie majg zadanie nauczy¢ tego swoich kolegéw w innym zespole, w ktorym
bedajedynym ekspertem od tego tematu (ES=1,2),

- metoda rusztowan (ang. scaffolding), czyli konstruktywnego i stopniowego nadbudowywania
umiejetnosci(ES=0,82),

- metodawzajemnego nauczania(ang. reciprocal teaching), ktéra opiera sie na czteroetapowym
czytaniu tekstu moderowanym przez nauczyciela, a nastepnie kolejno przez uczniow (ES=0,74).
W matematyce moze by¢ przydatna podczas rozwigzywania zadan z trescia.

W czasie zajec skuteczne jest rowniez wykorzystywanie technik uczenia sie i zapamietywania np.
poprzez strategie integracji z wczesniejszg wiedzg (ES=0,93), przeprowadzanie podsumowywan
(ES=0,79) oraz regularnych powtorek materiatu (ES=0,73). Wysokg efektywnos$¢ ma tez przeprowa-
dzanie analizy zadan, czyli komunikowanie uczniom powodu wyboru konkretnych technik i ¢wiczen,
wskazujac jakie obszary poznawcze sg wtedy angazowane (ES=1,29). Wptywa to pozytywanie na
rozwoj umiejetnosci metapoznawczych i Swiadowego samosterowania swoim procesem uczenia sie.

Warto mie¢ na uwadze, ze analiza przeprowadzona przez Johna Hattiego ma rowniez swoje wady

jak np. brak roznicowania jakosci badan, jak to ma miejsce np. w zestawieniu przygotowanym przez
Education Endowment Foundation. Oprécz sredniej wielkosci efektu (przeliczonej na liczbe zaosz-
czedzonych miesiecy nauki w porownaniu do grupy kontrolnej) mozna tam réwniez znalez¢ poziom
rzetelnosci uzytych badan oraz koszt ich implementacji w warunkach szkolnych (na pieciostopniowej
skali). Wyniki obydwu rankingow sg jednak spojne i potwierdzajg wysoka skutecznos¢ technik naucza-
nia opartych o udzielanie informacji zwrotnej, ksztatcenie umiejetnosci metapoznawczych oraz
wspblng prace ucznidw.

Co z tego dziata na matematyce?

Petne opanowanie tresci matematycznych jest ztozonym procesem i odbywa sie na trzech poziomach
(wykres 2): powierzchownym (podstawowa znajomos$c¢ koncepcji, stownictwa, algorytmow), pogtebio-
nym (widzenie bardziej cato$ciowe, stosowanie w przyktadach) oraz transferowym (uzycie w nowych
sytuacjach i kontekstach). Kolejne poziomy odzwierciedlajg zaangazowanie takich zdolnosci poznaw-
czych jak: zapamietywanie, szukanie zaleznosci i alternatywnych reprezentacji, az po kreatywne
zastosowanie (Smith & Stein, 1998).
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Wykres 2. Trzypoziomowy proces przyswajania tresci matematycznych (Hattie, Fisher, Frey, 2017)

() Dyskusja w klasie: () Dyskusja w klasie: ® Problem solving (ES=1,16)
"number talk", pytania .accountable talk”(ES=0,82) ® Strategie metapoznawcze
naprowadzajgce (ES=0,82) () Opisywanie swojego (ES=0,69)

(® Opisywanie swojego sposobu myslenia(ES=0,64) ® Sprawdzenie wtasnego
sposobu myslenia(ES=0,64) () Uczenie sie w grupach vs zrozumienia (ES=0,64)

(® Bezposrednie nauczanie indywidualnie (ES=0,59) ® Wzajemne nauczanie
(ES=0.59) ® Pomoce naukowe (ES=0,38) (ES=0,66)

® Mnemotechniki(ES=0,8) (® Stawianie pytan: ,funneling

questions”(ES=0,48)
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Rozumienie powierzchowne. Na tym poziomie wazne sg zaréwno werbalizacja wtasnego sposobu
rozumowania (ES=0,64), jak i stuchanie toku rozumowania innych oséb. Moze to przybrac postac
dyskusji(ES=0,82) przeprowadzanej od razu na forum klasowym albo z etapem posrednim - w parach/
matych grupach. Przyktadem jest ,number talk”, w ktérym uczniowie prezentujg catej grupie swoje
strategie obliczania danego dziatania matematycznego. Skuteczne jest rowniez stosowanie metod
nauczania opartych o metody bezposredniego nauczania(ES=0,59), ktore sg opisane np. w Zasadach
Nauczania Rosenshine’a(Rosenshine, 2019)i ktérych elementem jest wiodaca rola nauczyciela, ale tez
ciggte monitorowanie i pogtebianie zrozumienia odpowiednimi pytaniami(np. metodg,cold call”) oraz
odpowiednia struktura materiatu zapobiegajgca przecigzeniu pamieci roboczej uczniow. W meto-
dach tych kluczowe jest utrzymanie zaangazowania ucznidéw, wcigganie ich w nauke poprzez czeste
pytania, prace w matych grupach, czy tez proszenie o wyjasnienie wtasnego rozumowania. Wyniki
badan przeprowadzone w Anglii (Hattie, 2012) pokazujg, ze przez 89% czasu na matematyce uczniowie
biernie stuchajg nauczyciela.

Pogtebianie rozumienia. Moze sie to odbywac poprzez dawanie uczniom zadan nieoczywistych

np. z kilkoma rozwigzaniami lub moderowanie ogélnoklasowe] dyskusji (ES=0,82). Przyktadem jest
.accountable talk”, w ktérym nauczyciel angazuje catg grupe w rozmowe proszac o sparafrazowanie/
powtorzenie/ odniesienie sie do wypowiedzi wczesniejszej osoby np. ,Wojtku, a co sadzisz o pomysle
Ani?”.

Transfer na nowe sytuacje i konteksty. Celem jest wyksztatcenie umiejetnosci bycia samemu sobie
nauczycielem oraz wykorzystania zdobytej wiedzy w przysztosci. Sprawdzaja sie tutaj zadania
wymagajace nieoczywistego rozumowania oraz wykraczajgce poza zastosowania matematyczne.
Efektywne mogg by¢ podej$cia oparte na ksztatceniu rozumowania problemowego PBL (Problem-
Based Learning, ES=1,16), jednak pozytywne efekty przynosza one zazwyczaj dla uczniow starszych
lub na wysokim poziomie zaawansowania. Wskazane sa takze metody rozwijajgce zdolnosci metapo-
znawcze, jak analizowanie swojego sposobu rozumowania (ES=0,69), zaplanowanie strategii oraz jej
kolejnych krokéw, a nastepnie samokontrolowanie ich poprzez stawianie sobie samemu pytan typu
,Czy to, co robie ma sens?”(ES=0,64). Ostatnig umiejetnos¢ mozna wzmacnia¢ dajac grupie krotkie
ankiety z pytaniami podsumowujgcymi: ,Jaki byt dzisiaj cel lekcji?”, ,Czy osiggnetam/osiggnagtem ten
cel?”(wcale - w petni), ,lle wysitku wtozytam/wtozytem?” (niewiele - bardzo duzo).
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Kazdy uczen na lekcji matematyki powinien pracowac¢ na wszystkich trzech opisanych poziomach,
rowniez uczen majacy trudnosci na tym przedmiocie. Warto o tym pamieta¢, poniewaz czesto
najciekawsze i najbardziej rozwijajgce zadania (rozwigzywanie problemoéw oraz ¢wiczenie transferu)
sg stosowane jedynie dla najbardziej uzdolnionych (Coles, Sincairl 2022). Takie podejscie poteguje
nierownosci edukacyjne, a kazda z wyzej wymienionych metod moze by¢ stosowana takze dla uczniow
majgcych problemy z matematyka. Warto pamietac, ze wich przypadku bedzie sie to wigzato z mnigj-
szg samodzielnoscig i wieksza potrzebg wracania do podstawowych umiejetnosci oraz potwierdzania
wtasnej skutecznosci w celu poprawy motywaciji.

Czy w polskich szkotach opieramy
nauczanie o metody poparte
badaniami?

Polska w 2019 roku po raz drugi wzieta udziat w miedzynarodowym badaniu umiejetnosci matema-
tycznych czwartoklasistéw (TIMSS), osiggajgc 520 punktow, co dato nam 26. miejsce na 58 krajéw.
Badanie to pokazuje znaczace braki w poziomie umiejetnosci matematycznych na tym etapie naucza-
nia i kontrastuje zwysoka pozycja Polski, ktérg mieliSmy w przypadku poréwnan 15-latkéw opiera-
jacych sie o wyniki w matematyce gimnazjalistow. Poréwnanie wynikow obydwu badan sugeruje, ze
oile na pézniejszych etapach skutecznos¢ nauczania jest relatywnie wysoka, to w Polsce nauczanie
matematyki na etapie poczatkowym wymaga natychmiastowej poprawy.

Badanie TIMSS dostarcza unikalnych informacji o metodach nauczania wykorzystywanych na mate-
matyce. Nauczyciele okreslajg czestos¢ uzywania osmiu technik na czterech poziomach od ,nigdy”

do ,na kazdej lub prawie kazdej lekcji”. W przypadku czesto$ci samodzielnego rozwigzywania zadan

na lekcji, odpowiedzi nauczycieli mozna réwniez skonfrontowac¢ z odpowiedziami uczniow. Ponizej
przedstawiono wykresy pudetkowe dla odsetka uczniow, ktérzy na kazdej lub prawie kazdej lekcji majg
stycznos$¢ z danym sposobem prowadzanie zaje¢ (wykres 3). Biata pionowa linia na kazdym wykresie
oznacza mediane, lewy kraniec pudetka to wartos¢ pierwszego kwartyla, a prawy kraniec - trzeciego
kwartyla, lewy koniec lewego odcinka oznacza wartos¢ najmniejszg, a prawy koniec prawego odcinka
- wartosc najwieksza. Zestawienie obejmuje wszystkie kraje biorgce udziat w TIMSS 2019, a wynik dla
Polski wyrézniono czerwonym znacznikiem.

Wykres 3. Odsetek uczniow, ktérych nauczyciele matematyki wykorzystujg poszczegdlne rodzaje
czynnosci na lekcji, czerwony znacznik wskazuje warto$¢ dla Polski(TIMSS 2019)
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* Pozycja z ankiety wypetnianej przez uczniéw, wszystkie pozostate pytania przedstawione na wykresie pochodzq z czesci dla nauczycieli.
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Podsumowujgc przedstawione wyniki, w Polsce dominuje spos6b nauczania polegajacy na wyja-
Snianiu zagadnien przez nauczyciela, a nastepnie samodzielnym rozwigzywaniu zadan. Aktywnosci
oparte na,stuchaniu” nowych tresci lub wskazowek potrzebnych do rozwigzania zadania, cho¢ sg
dlauczniow nieangazujace, wystepujg w Polsce zdecydowanie czesciej niz w wiekszosci badanych
krajow. Efektywna technika rozmowy klasowej, ktéra moze by¢ zamiennikiem formy wyktadowej, jest
regularng praktyka tylko u okoto 42% polskich czwartoklasistow.

W przypadku deklarowanej pracy samodzielnej na kazdej lub prawie kazdej lekcji mozna zaobserwo-
wac rozbiezno$¢ w odpowiedziach polskich nauczycieli(72%) oraz ich uczniow (57%). Jednocze$nie
raport TIMSS 2019 sugeruje, ze to raczej deklaracja uczniow jest zgodna ze stanem faktycznym.

W Polsce czwartoklasisci samodzielnie rozwigzujgcy zadania na kazdej lub prawie kazdej lekcji osig-
gneli sredni wynik 541 punk-tow, podczas gdy ich koledzy deklarujgcy, ze robig to tylko na niektorych
lekcjach lub nigdy, 486 punktow.

Polska nalezy tez do krajow, w ktorych najrzadziej na matematyce wykorzystywana jest praca

w grupach. Praca grupowa jest jedna z efektywniejszych technik nauczania, cho¢ wymaga dobrego
przygotowania zaréwno nauczyciela, jak i uczniow. Jest to tez tryb pracy, ktérzy polscy uczniowie
preferujg w stosunku do pracy indywidualnej(Gajderowicz et al., 2019). Wedtug badania TIMSS, na
kazdej lub prawie kazdej lekcji w grupach zréznicowanych pracuje jedynie 1% polskich uczniéw,
apracaw grupach jednorodnych w ogdle w takiej czestosci nie wystepuje- sg to najnizsze wartosci
wsrod wszystkich panstw biorgcych udziat w badaniu.

Jakie znaczenie ma podstawa
programowa?

Podstawa programowa to dokument wyznaczajacy cele ksztatcenia matematycznego w danym
panstwie: ogdlne oraz szczegdétowe. W oparciu o nie tworzone sg programy nauczania oraz podrecz-
niki uzywane w szkotach. W czesci szczegdtowej znajdujg sie konkretne tresci matematyczne, ktore
musza by¢ zrealizowane na kazdym etapie edukacyjnym. Z punktu widzenia dydaktyki matematyki
bardziej interesujgca jest czesc¢ celow ogolnych. Mozna w niej poprzestac na teorii, czyli wyznacze-
niu pozadanych kompetencji poznawczych u uczniéw takich jak np. ,umiejetnos¢ wnioskowania”,

ale mozna tez zamiesci¢ rekomendowane metody nauczania i przyktady ich zastosowan. Ponizej
przedstawione zostato poréwnanie podstaw programowych w zakresie celow oraz sugerowanych
metod. Polske poréwnano do wybranej grupy krajow (lub systemdw edukacyjnych wewnatrz krajow),
w ktoérych nauczanie matematyki uznawane jest za stojgce na wysokim poziomie i ktore konsekwent-
nie uzyskujg wysokie wyniki w badaniach miedzynarodowych. W poréwnaniu wskazano nawigzanie
bezposrednie, posrednie lub jego brak do wybranych celi oraz metod (wykres 4).
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Wykres 4. Poréwnanie celow ogdlnych oraz metod nauczania matematyki zapisanych w podstawach
programowych Polski oraz wybranych krajow z rankingu TIMSS 2019 (opracowanie wtasne)
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*Zatworzenie podstawy programowej sg odpowiedzialne stany/gminy, do analizy uzyto ogélnokrajo-

wych rekomendacji: New national core curriculum for basic education (Finlandia), Common Core State
Standards for Mathematics (USA).
**Zatworzenie podstawy programowej sg odpowiedzialne stany, do analizy wzieto podstawe progra-

mowa stanu Ontario.

We wszystkich analizowanych panstwach wazne jest osiggniecie przez uczniéw umiejetnosci
wnioskowania, transferu na inne dziedziny, uzywania jezyka matematyki. W kilku, w tym w Polsce,
istotne jest rowniez doskonalenie sprawnosci rachunkowej. Wartym uwagi celem ogélnym, mocno
akcentowanym w Irlandii oraz Hongkongu, jest wspieranie kreatywnosci. Rozwigzywanie problemow
matematycznych pojawia sie w prawie kazdej podstawie programowej, ale w roznym stopniu. Podczas
gdy w Singapurze jest to gtowna idea, na ktdrej opiera sie cate nauczanie matematyki, to w Polsce
mozna jg jedynie posrednio wywnioskowac z zapisu o ,tworzeniu strategii rozwigzania problemu,
rowniez w rozwigzaniach wieloetapowych”.

W polskiej podstawie programowej jako jedynej poza USA, nie ma wzmianki o wspieraniu pozytywnego
nastawienia ucznidéw do tego przedmiotu. Jednoczesnie w Polsce odsetek uczniow majgcych nega-
tywne odczucia wobec matematyki(TIMSS 2019) jest wyZzszy niz w innych krajach, zajmujemy tutaj
czwarte miejsce od konca wyprzedzajac jedynie Koree, Tajwan i Chorwacje. Podobnie jest zuzyciem
angazujgcych metod nauczania(praca w grupie, dyskusja na forum klasy), ktére sg wykorzystywane
stosunkowo mato (TIMSS 2019), a z nich jedynie metoda projektowa jest wspomniana w preambule do
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polskiej podstawy programowej, bez odniesienia konkretnie do matematyki i bez ptyngcych z badan
wskazowek w jaki sposob z niej korzystac aby rzeczywiscie byta skuteczna.

Charakter polskiej podstawy programowej jest mocno teoretyczny. Szczegdlnie w poréownaniu do
takich krajow jak Singapur, Hongkong, Irlandia czy Kanada, gdzie dokument ten mégtby by¢ jednocze-
$nie podrecznikiem do efektywnego nauczania matematyki w szkole podstawowej. Mozna by pokusi¢
sie 0o wykorzystanie rosnacej liczby badan dotyczacych skutecznej metodyki nauczania matematyki

i poszerzenie podstaw programowych lub powigzanych z nimi dokumentéw o wskazéwki dotyczace
tego, jak je stosowac w praktyce.

Co zatem zrobi¢, zeby uczyé
matematyki coraz efektywniej?

1. W polskich szkotach nalezy zwiekszy¢ wykorzystanie angazujacych oraz efektywnych metod
nauczania(dyskusja w klasie, praca w grupach, metody rozwigzywania problemdéw). Nauczyciele
powinni pozna¢ badania pokazujace jak stosowac te metody w praktyce, aby rzeczywiscie byty
skuteczne. Niezbedne jest tez zastapienie prostych form wyktadowych metodami z przewodnia
role nauczyciela, ale zachecajgcych do refleksji i opierajacych sie o ciggte monitorowanie
rozumienia u uczniow i wzmacnianie pamieci, np. poparta badaniami metoda bezposredniego
nauczania(Rosenshine, 2019).

2. Nalezy zwiekszy¢ role samodzielnej pracy ucznioéw, ale zodpowiednim wsparciem nauczyciela
i wykorzystaniem dobrze zaplanowych elementéw pracy grupowej. W polskiej szkole albo rzadko
stosuje sie te metody albo sg one stosowane bez odpowiedniego przygotowania, co wedtug badan
moze przynosi¢ wrecz odwrotne skutki.

3. Nalezy przemyslec¢ polskie podstawy programowe zaréwno pod wzgledem celdw, jak i powigzania
zmetodyka nauczania i praktycznymi wskazéwkami, jak naucza¢ efektywnie. Warto tutaj bra¢
przyktad z podstaw programowych takich krajéw jak Singapur, Hong Kong, czy Irlandia.

4. Zwazywszy nawyniki TIMSS 2019, wedtug ktérych polscy czwartoklasisci deklarujg czwarte
najbardziej negatywne nastawienie do matematyki, w celach ogoélnych podstawy programowej
powinien znalez¢ sie zapis o wspieraniu pozytywnych emocji w stosunku do tego przedmiotu.
Wysoki poziom leku wobec matematyki oraz zniechecenie do tego przedmiotu wymaga pilnej
zmiany nastawienia nauczycieli oraz wyposazenie ich w narzedzia pomagajgce w ksztattowaniu
poczucia skutecznosci, budowaniu dtugofalowej motywacji i pozytywngo stosunku do tego
kluczowego przedmiotu.
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